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1 導入
本稿では,固定された非原子的確率空間 (\Omega, \Sigma, P) 上の離散時径数確率過程を考察の対象とする.
従って,単に確率過程といったときには,  \mathbb{Z}_{+}=\mathbb{N}\cup\{0\} を添え字とする確率変数列を表すものとす
る.確率過程  f=(f_{n})_{n\in \mathbb{Z}_{+}} が積分可能であるとは,各  f_{n} が積分可能であることと定義し,積分可
能な確率過程の全体を  \mathbb{P} で表す.また,  \Sigma の部分  \sigma-代数の広義増大列び  =(\mathcal{F}.)_{n\in Z_{+}} を  \Omega のフィ
ルトレーションと呼び,フィルトレーションの全体を  \mathbb{F} で表す.便宜上,各  r=(\mathcal{F}_{n})\in \mathbb{F} に対し
て,  \mathcal{F}_{-1}=\mathcal{F}_{0} と約束する.フィルトレーション  r=(F_{n}) が与えられたとき,確率過程  f=(f_{n}) が
 \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n}) に適合するということを,各  f_{n} が  \mathcal{F}_{n}-可測であることと定義し,  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n}) に適合した確
率過程  f=(f_{n})\in \mathbb{P} の全体を  \mathbb{P}(\mathcal{F}) で表す.また,  f=(f_{n}) が  3= (傷) に関して可予測であると
いうことを,各あがびn  -1^{-}可測であることと定義する.
 f=(f_{n})\in \mathbb{P} と  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n})\in \mathbb{F} が与えられたとき,  \mathcal{F} に関する可予測確率過程  f^{P(\mathcal{F})}=(f_{n}^{P('f)}) ,
及び,  r に適合した確率過程  f^{O(\mathcal{F})}=  (f_{n}^{O()}) を
 f_{n}^{P()}=E [  f_{n}| 」.  -1 ]  (n\in \mathbb{Z}_{+}) ,
 f_{n}^{O(F)}=E[f_{n}|\mathcal{F}_{n}] (n\in \mathbb{Z}_{+}) ,
のように定義し,  f^{P(\mathcal{F})}=(f_{n}^{P(F)}) を  f= げn) の可予測射影,  f^{O(\mathcal{F})}=(f_{n}^{O(\mathcal{F})}) を  f=(f_{n}) の良可
測射影と呼ぶ ([3, p. 115]). これらの射影は,いずれも連続時径数の確率過程に対して導入された概
念であり,離散時径数の確率過程に対してはあまり大きな意味を持たないようにも感じられる.しか
しながら,離散時径数の確率過程に関する良可測射影は,よく知られた Burkholder‐Davis‐Gundyの








Stein の良可測射影に関する不等式は,Banach 空間  L_{a}(\ell_{r}) のノルムを用いて表現される.但し,
 a 及び  r は  1\leq a,   r\leq\infty なる定数であり,  L_{a}(\ell_{r}) は
 \Vert f\Vert_{L_{a}(\ell_{r}.)}=\{\begin{array}{ll}
\Vert(\sum_{n=0}^{\infty}|f_{n}|^{r})^{1/r}\Vert_{L_{a}}   (1\leq r<\infty) ,
\Vert\sup_{n\in \mathbb{Z}_{+}}|f_{n}|\Vert_{L}   (r=\infty)_{7}
\end{array}
の値が有限であるような  f= げn)  \in \mathbb{P} の全体として定義される空間である.
Stein の定理.(a) すべての  r=(Y_{n})\in \mathbb{F} とすべての  f=(f.)\in \mathbb{P} に対して
 \Vert f^{O(\mathcal{F})}\Vert_{L_{{\imath}}(\ell} 、  )\leq\Vert f\Vert_{L} 、  (\ell,) .
(b)  1<a<\infty,   1\leq r\leq\infty とするとき,すべての  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n})\in F とすべての  f=(f_{n})\in \mathbb{P} に対し
て
 \Vert f^{O('\mathcal{F})}\Vert_{L_{(j}.(\ell,.)}\leq C_{a}\Vert f\Vert_{L.,
(\ell,.)} (1.1)
であるような,  a のみに依存し  r に依存しない定数  C_{a} が存在する.
上記の定理の (a) は条件付き平均の定義から容易に導かれる結果である.Stein は,  r=2 の場合
に補間定理を用いて (1.1) を証明した.Stein 自身は特に言及していないものの,彼の証明方法は (定
数  C_{a} を  r に依らないように取ることができるという事実を除けば) そのまま   1\leq r\leq\infty の場合に
も適用可能である.  C_{a} が  \gamma に依らないように取ることができることは,Dilworth [4] の初等的な証
明方法から導かれる.
他方,  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n}) に適合する確率過程  f=(f_{n}) の可予測射影に関する同様の不等式は,Lépingle [6]
によって考察され,その後,Delbaen‐Schachermayer [2] によって次のように拡張された.この拡張
された定理に於いて,  a=1,  r=2 とした場合が Lépingle の不等式である.
Delbaen‐Schachermayer の定理.   1\leq a\leq r\leq\infty とする.このとき,任意の  3=(\mathcal{F}_{n})\in \mathbb{F} と
任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P}(\mathcal{F}) に対して
 \Vert f^{P('f)}\Vert_{L_{\mathcal{C}J}.(\ell.,.)}\leq 2\Vert f\Vert_{L_{(J}.
(\ell,.)} . (1.2)
更に  a=1 かつ  \tau=\infty の場合には,(1.2) に於ける定数2は最良である.
上記の定理に於ける定数について,Osgkowski [7] は,  a=1 かつ   1\leq r<\infty の場合に,(1.2) の
定数2は2  (r-1)/r に置き換えられること,及び,2  (r-1)/r が最良の定数であることを証明した.
本稿では,より 一般的な関数空間に於ける Stein の定理,及び,DelbaeIl‐Schachermayer の定理
の拡張を考察する.
2 準備
以下,  I=(0,1] と置いて,  \mu を  I 上の Lebesgue 測度とする.固定された確率空間  (\Omega, \Sigma, P) 上の
関数空間に加え,  \mu を確率測度とする確率空間  I 上の関数空間も考察の対象とする.
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ほとんど至るところ有限な値を取る  \Omega 上の確率変数の全体を  L_{0}(\Omega) で表し,ほとんど至るところ
有限な値を取る  I 上の確率変数の全体を  L_{0}(I) で表す.  L_{0}(\Omega) ,  L_{0}(I) を単に  L_{0} で表すこともある.
Lebesgue 空間  L_{p} などについても同様の記法を用いる.また  L_{0} には確率収束 (測度収束) と両立
する位相が与えられていると仮定する.  \Omega 上,或は  I 上の確率変数から成る Banach 空間または準
Banach 空間  X,  Y に対し,  Y\mapsto X と書いて,  Y がX に連続的に埋め込まれていることを表すも
のとする.
定義2.1.  \Omega 上,或は  I 上の確率変数から成る Banach 空間 Xは,次の3条件を満たすとき,Banach
関数空間と呼ばれる:
(B1)  L_{\infty}\mapsto X\mapsto L_{1}.
(B2)  |x|\leq|y| a.s. かつ  y\in X であれば,  x\in X であり,  \Vert x\Vert_{X}\leq\Vert y\Vert_{X}.
(B3)  0\leq x.  \uparrow x a.s. かつ   \sup_{n}\Vert x_{n}\Vert_{X}<\infty であれば,  x\in X であり,   \Vert x\Vert_{X}=\sup_{n}\Vert x_{n}\Vert_{X}.
また  \Omega 上,或は  I 上の確率変数から成る準Banach 空間  X は,(B2) , (B3) , 及び,次の (Q1) を満
たすとき,準Banach 関数空間と呼ばれる:
(Q1)  L_{\infty}\mapsto X\mapsto L_{0}.
(準) Banach 関数空間 Xが与えられたとき,  x\in L_{0}\backslash X に対して  \Vert x\Vert_{X}=\infty と約束する.
Lebesgue 空間  L_{p} , Orlicz 空間  L_{\Phi} , Lorentz 空間  L_{p,q} などが Banach 関数空間であることは言う
までもない.更に,変動指数の Lebesgue 空間  L_{p()} も Banach 関数空間であり,荷重 Lebesgue 空
間  L_{p}(w) も (荷重  w が適当な可積分性を持つ限り) Banach 関数空間である.
定義2.2. Xを  \Omega 上の Banach 関数空間とし,  \mathcal{B}_{X} をXの閉単位球とする.各  x\in L_{0}(\Omega) に対して
  \Vert x\Vert_{X'}=\sup_{y\in \mathcal{B}_{X}}\int_{\Omega}|xy|dP
と置き,  \Vert x\Vert_{X},  <\infty であるような  x の全体を  X' で表す.これを X の付随空間と呼ぶ  *1.  I 上の
Banach 関数空間に対しても,その付随空間が同様に定義される.
Banach 関数空間 Xの付随空間  X' はBanach 関数空間になる.例えば,  L_{p} の付随空間は  L_{p^{f}} で
ある.ここに,  p^{l} は  p の共役指数を表す.特に  L_{\infty}'=L_{1} となり,このことから一般に  X' が X の
Banach 空間としての双対空間とは必ずしも一致しないことがわかる.また,  (L_{p})'=L_{p^{i}} であるこ
とから,  (L_{p})^{\ovalbox{\tt\small REJECT}} の付随空間  (L_{p}) ” は  L_{p} に戻ることがわかる.より一般的に,任意の Banach 関数空
間  X に対し,  X' の付随空間  X" は  X と一致し,それらのノルム  \Vert\cdot\Vert_{X},  \Vert\cdot\Vert_{X^{f}}, も一致することが
知られている ([1, p. 10]).
定義2.3. Banach 関数空間 X は,次の条件  (RI) を満たすとき,再配列不変であるといわれる:
 (RI)x\simeq dy かつ  y\in X であれば,  x\in X であり,  \Vert x\Vert_{X}=\Vert y\Vert_{X}.
但し,  x\simeq dy は  x と  y が同分布であることを表す.
 *1[1] では  X' はXのassociate space と呼ばれる.本稿では付随空間と訳した,
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本稿では再配列不変な Banach 関数空間を,単に再配列不変空間と呼ぶことにする.明らかに
Lebesgue 空間や Orlicz 空間は再配列不変である.他方,変動指数の Lebesgue 空間  L_{p(\cdot)} は (指数
 p(\cdot) が変動する限り) 再配列不変ではない.また,  w を荷重とする荷重 Lebesgue 空間  L_{p}(w) が再配
列不変であるようにノルムを付け替えられる為の必要十分条件は,  a\leq w\leq b a.s. であるような正定
数  a , óが存在することである.
定義2.4. X を  \Omega 上の Banach 関数空間とする.各  x\in L_{0}(\Omega) に対して
  \Vert x\Vert_{w-X}=\sup_{\lambda>0}\lambda\Vert 1_{\{\omega\in\Omega:}
|x(\omega)|>\lambda\}\Vert_{X}
と置き,  \Vert x\Vert_{w-X}<\infty であるような  x の全体を w‐X で表す.但し,   A\in\Sigma に対し,  1_{A} は  A の指示
関数を表す.
w‐X は準 Banach 関数空間になる.例えば X  =L_{p}(1\leq p<\infty) のとき,w‐X はLorentz 空間
 L_{p,\infty} と一致する.
本稿で紹介する結果を述べる為には,Banach 関数空間 Xに対する2種の指標が必要になる.1つ
はよく知られた Boyd 指標であり,もう1つは Xの (拡張された) 基本関数を用いて定義される指標
である.先ずそれらの指標を定義する為に必要な概念について解説する.
 \Omega 上の確率変数  x に対し,その非増加再配列を  x^{*} で表す、すなわち,  x^{*} を
 x^{*}(t)= \inf\{\lambda\in \mathbb{R}:P(|x|>\lambda)\leq t\}, t\in I,
のように定義される  I 上の関数 (確率変数) とする.また,  I 上の確率変数  \phi に対しても同様にその
非増加再配列を定義する:
  \phi^{*}(t)=\inf\{\lambda\in \mathbb{R}:\mu(|\phi|>\lambda)\leq t\}, t\in I.
Xが  \Omega 上の再配列不変空間であれば,次の2条件を満たす  I 上の再配列不変空間  X が一意に存在
する:
(i)  x\in X\Leftrightarrow x^{*}\in\hat{X}.
(ii) 各  x\in X に対し  \Vert x\Vert_{X}=\Vert x^{*}\Vert_{X^{-}}.
今後,  \Omega 上の再配列不変空間 Xに対し,  \hat{X} は上記の2条件を満たす  I 上の再配列不変空間を表すも
のとする.例えば   L_{p}(\Omega)\wedge が  L_{p}(I) と一致することは容易に理解される.
正数  S が与えられたとき,拡大 (縮小) 作用素  D_{s}:L_{0}(I)arrow L_{0}(I) を
 (D_{s}\phi)(t)=\{\begin{array}{ll}
\phi(st)   (st\in I) ,
0   (st\not\in I) ,
\end{array}
のように定義する.このとき,  Z が  I 上の再配列不変空間であれば,各  D_{s} は  Z からそれ自身への
有界線形作用素であり,その作用素ノルム  \Vert D_{s}\Vert_{B(Z)} は,不等式  \Vert D_{s}\Vert_{B(Z)}\leq s^{-1}\vee 1 を満たす.更
に,関数  h_{z}:(0, \infty)arrow(0, \infty) を  h_{z}(s)=\Vert D_{1/s}\Vert_{B(Z)} で定義すれば,  h_{Z} は劣乗法的である.す
なわち,  s,  t\in I に対して不等式  h_{Z}(st)\leq h_{z}(s)h_{z}(t) が成立する.このことを踏まえて,  Z の下
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Boyd 指標  \alpha_{Z} , 及び,上Boyd 指標  \beta_{Z} をそれぞれ
  \alpha_{Z}=\sup_{0<s<1}\frac{\log h_{Z}(s)}{\log s}, \beta_{Z}=
1<s<\dot{{\imath}}nf_{\infty}\frac{\log h_{Z}(s)}{\log s}
のように定義する.定義から明らかに  0\leq\alpha_{Z},  \beta_{Z}\leq 1 であるが,  h_{Z} が列乗法的であることより,
 \alpha_{Z}\leq\beta_{Z} かつ
  \alpha_{Z}=sarrow 0+1i_{I}n\frac{\log h_{Z}(s)}{\log s}, \beta_{Z}=
\lim_{sarrow\infty}\frac{\log h_{Z}(s)}{\log s}
となることが示される ([8, Theorem 1.3,  p53] ). 更に,  \Omega 上の再配列不変空間 X に対しては,その
Boyd 指標を  \alpha_{X}=\alpha_{\hat{Z}},  \beta_{X}=\beta_{\hat{X}} によって定義する.定義から容易に  (p=\infty のとき  1/p=0 であ
るとの解釈の下に)  \alpha_{L_{p}}=\beta_{L_{p}}=1/p(1\leq p\leq\infty) であることが示される
Boyd 指標が再配列不変空間に対して定義されるのとは対照的に,本稿で必要になるもう1種の指
標は,任意の Banach 関数空間に対して定義される.
先ず,拡張基本関数の定義から始めよう.記述を簡潔にする為,各   t\in [OJ] に対して
 \Sigma(t)=\{A\in\Sigma:P(A)=t\}
と置く.  (\Omega, \Sigma, P) は非原子的であることを仮定しているので,  \Sigma(t) は空でない.Xを  \Omega 上の Banach
関数空間とするとき,Xの上基本関数  \overline{\varphi}_{X}:[0,1]arrow[0, \infty ), 及び,下基本関数  \underline{\varphi}_{X}:[0,1]arrow[0, 1\infty )
をそれぞれ
  \overline{\varphi}_{X}(t)=\sup_{A\in\Sigma(t)}\Vert 1_{A}\Vert_{X}, \underline
{\varphi}_{X}(t)=A\in\Sigma(t)\dot{{\imath}}nf\Vert 1_{A}\Vert_{X}
のように定義する.特に Xが再配列不変であれば,
 \overline{\varphi}_{X}(t)=\underline{\varphi}_{X}(t)=\Vert 1_{A}\Vert_{X} (A\in
\Sigma(t))
となることが容易にわかる.この場合,  \overline{\varphi}_{X} を  \varphi_{X} と書いて,Xの基本関数と呼ぶ.
一般の Banach 関数空間に対して望  x^{(t)}\leq\overline{\varphi}_{x/}(t) であることは自明であるが,w‐X に於ける種々
の不等式を考察する際には,  \underline{\varphi}_{X} を定数倍することによって逆向きの不等式が成り立っような空間
 X , すなわち,
 k_{X}= \sup_{0<t\leq 1}\frac{\overline{\varphi}_{X}(t)}{\underline{}\varphi_{X}
(t)}
と置いたときに,   k_{X}<\infty であるような空間 X が大きな意味を持つ.X が再配列不変空間であれ
ば,  k_{X}=1 となるので,この条件を満たす.
Banach 関数空間 Xが与えられたとき,その上基本関数を用いて,関数  m_{X}:(0, \infty)arrow(0, \infty) を
 m_{X}(s)= \sup_{0<t<(1/s)\wedge 1}\prime_{\frac{\overline{\varphi'}_{X}(st)}
{\overline{\varphi}_{X}(t)}}
のように定義し,指標  p_{x},  q_{x} を
 p_{X}= \sup_{0<s<1}\frac{\log m_{X}(s)}{\log s}, q_{X}=1<s<\infty\dot{{\imath}}
nf\frac{\log m_{X}(s)}{\log s}
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で定義する.  m_{x} が劣乗法的であることは容易に理解されるが,このことから,Boyd 指標と同様に
 0\leq p_{x}\leq q_{x}\leq 1 かつ
 p_{X}= \lim_{sarrow 0+}\frac{\log m_{X}(s)}{\log s}, q_{X}=sarrow\infty 
1irn\frac{\log m_{X}(s)}{\log s}
であることが導かれる.例えば  L_{p} に対するこれらの指標は Boyd 指標と一致し,  p_{L_{p}}=q_{L_{p}}=1/p
となる.尚,Xが再配列不変であるとき,  p_{X} ,  q_{X} はZippin 指標と呼ばれる指標に他ならない.
準Banach 関数空間 X と  T\in[1, \infty] が与えられたとき,  X(\ell_{r}) を
 \Vert f\Vert_{X(\ell.,)}=\{\begin{array}{ll}
\Vert(\sum_{n=0}^{\infty}|f_{n}|^{r})^{1/r}\Vert_{X}   (1\leq r<\infty) ,
\Vert\sup_{n\in Z_{+}}|f_{n}|\Vert_{X}   (r=\infty) ,
\end{array}
の値が有限であるような  f=(f_{n})\in \mathbb{P} の全体として定義する.これが  L_{a}(\ell_{r}) の拡張であることは
言うまでもない.X がBanach 関数空間であれば X(勾はBanach 空間であり,Xが準 Banach 関
数空間であれば,  X(\ell_{7}.) も準Banach 空間である.
3 主結果
確率過程  f=(f.) の射影に関して,次の5つの結果を得た.尚,本稿ではその証明には言及し
ない.最初の結果は,良可測射影に関する不等式が X  (\ell_{1}) に於いて成立する為の必要十分条件を与
える.
定理3.1. X を  \Omega 上の Banach 関数空間とするき,次の (i), (ii) は互いに同値である:
(i) 任意の  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{7}.)\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P} に対して
 \Vert f^{O(F)}\Vert_{X(\ell_{1})}\leq C\Vert f\Vert_{X(\ell_{1})}
であるような  r=(\mathcal{F}_{n}) と  f=(f_{n}) に依存しない定数  C が存在する.
(ii) 同値的にノルムを付け替えることにより  X は再配列不変となり,  0<\alpha_{X}.
良可測射影に関する不等式が X  (\ell_{\infty}) に於いて成立する為の必要十分条件を与える次の結果は,上
記の定理3.1, 及び,  X(\ell_{\infty}) と  X'(\ell_{1}) の双対性から導かれる.
定理3.2. X を  \Omega 上の Banacń 関数空間とするき,次の (i), (ii) は互いに同値である:
(i) 任意の  r=(\mathcal{F}_{n})\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P} に対して
 \Vert f^{O(\mathcal{F})}\Vert_{X(\ell_{\infty})}\leq C\Vert 
f\Vert_{X(\ell_{\infty})}
であるような  \mathcal{F}=(\mathcal{F}.) と  f=(f_{n}) に依存しない定数  C が存在する.
(ii) 同値的にノルムを付け替えることにより Xは再配列不変となり,  \beta_{x}<1.
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次の結果は,  1<r< の場合に,良可測射影に関する不等式が X  (\ell_{r}) に於いて成立する為の必要十
分条件を与える.
定理3.3. X を  \Omega 上の Banach 関数空間とするき,次の (i) , (ii) は互いに同値である:
(i) 任意の  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n})\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P} , 及び,任意の  T\in(1, \infty) に対して
 \Vert f^{O('J)}\Vert_{X(\ell_{\tau}.)}\leq C\Vert f\Vert_{X(4_{7}.)} (3.1)
であるような  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n}) ,  f=(f_{n}) ,  T に依存しない定数  C が存在する.
(ii) 同値的にノルムを付け替えることにより  X は再配列不変となり,  0<\alpha_{x},  \beta_{x}<1.
次の結果は,可予測射影に関する不等式が X  (\ell_{r}) に於いて成立する為の必要十分条件を与えてい
る.その様相は良可測射影の場合とよく似ているものの,   1<r<\infty の場合と  r=1 の場合での違
いがないことが,良可測射影に関する結果との相違点である.
定理3  \cdot4. X を  \Omega 上の Banach 関数空間とするき,次の  (i)-(iii) は互いに同値である:
(i) 任意の  r=(T_{n})\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P}(  ) , 及び,任意の  T\in(1, \infty) に対して
 \Vert f^{P(t)}\Vert_{X(\ell_{\gamma}.)}\leq C\Vert f\Vert_{X(\ell_{-}.)}
であるような  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n}) ,  f=(f_{n}) ,  r に依存しない定数  C が存在する.
(ii) 任意の  \mathcal{F}=(T.)\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P}(\mathcal{F}) に対して
 \Vert f^{P(\mathcal{F})}\Vert_{X(\ell,)}\leq C\Vert f\Vert_{X(\ell_{1})}
であるような  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n}) と  f=(f_{n}) に依存しない定数  C が存在する.
(iii) 同値的にノルムを付け替えることにより Xは再配列不変となり,  0<\alpha_{X}.
以上の定理は,いずれも X  (\ell_{r}) に於ける不等式に対する結果であるが,w‐X  (\ell_{r}) に於ける不等式
については,様相が大きく異なる.ここにw‐X  (\ell_{T}) との記述は,正確には (w‐X)  (\ell_{r}) と記述するべ
きであろうと思われるが,誤解の危険性はないと思われるので敢えて w‐X  (\ell_{r}) と記すことにする.
定理3.5. X を  \Omega 上の Banach 関数空間とするき,次の  (i)-(v) は互いに同値である:
(i) 任意の  3= (傷)  \in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P} , 及び,任意の  r\in(1, \infty) に対して
 \Vert f^{O(\mathcal{F}')}\Vert_{w-X(\ell.,.)}\leq C\Vert f\Vert_{w-X(\ell.,.)}
であるような  r=(\mathcal{F}_{n}) ,  f=(f_{n}) ,  r に依存しない定数  C が存在する.
(ii) 任意の  \mathcal{F}=(\mathcal{F}.)\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P} に対して
 \Vert f^{O(\mathcal{F})}\Vert_{w-X(\ell_{1})}\leq C\Vert f\Vert_{v-X(\ell} 、  )
であるような  r=(\mathcal{F}.) と  f=(f_{n}) に依存しない定数  C が存在する.
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(iii) 任意の  r=(Y_{n})\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P}(\mathcal{F}) , 及び,任意の  r\in(1, \infty) に対して
 \Vert f^{P(F)}\Vert_{w-X(\ell_{7}.)}\leq C\Vert f\Vert_{w-X(\ell.,.)}
であるような  r=(\mathcal{F}.) ,  f=(f_{n}) ,  r\ovalbox{\tt\small REJECT}こ依存しない定数  C が存在する.
(iv) 任意の  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n})\in \mathbb{F} と任意の  f=(f_{n})\in \mathbb{P}(\mathcal{F}) に対して
 \Vert f^{P(\mathcal{F}^{\tau})}\Vert_{w-X(\ell_{1})}\leq C\Vert f\Vert_{w-
X(\ell} 、  )
であるような  \mathcal{F}=(\mathcal{F}_{n}) と  f=(f_{n}) に依存しない定数  C が存在する.
(v)   k_{X}<\infty かつ  0<p_{x},  q_{x}<1.
更に,定理3.5の (v) に於ける条件  \prime 0<p_{X} “ は
 1< \varliminf_{tarrow 0+}\frac{\overline{}\varphi_{x}(At)}{\overline{\varphi}
_{x}(t)}
であるような定数  A>1 が存在することと同値であり,条件  q_{x}<1 ” は
 t arrow 0+\overline{1\dot{{\imath}}m}\frac{\overline{\varphi}_{X}(At)}
{\overline{\varphi}_{X}(t)}<A
であるような定数  A>1 が存在することと同値である ([5]).
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